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ABSTRACT. – LetX be aC∞ strongly pseudoconvex hermitian compact manifold with
boundary. We solve Dirichlet problems of the form det∇λµϕ = F(x,∇ϕ;ϕ) on X, ϕ = u
on ∂X, where F ∈ C∞(T X ×R) is an everywhere positive function and u ∈ C∞(∂X).
Ó Elsevier, Paris
RÉSUMÉ. – Soit X une variété C∞ compacte à bord, hermitienne et strictement
pseudoconvexe. On résoud le problème de Dirichlet : det∇λµϕ = F(x,∇ϕ;ϕ) sur X,
ϕ = u au bord, où F ∈ C∞(T X ×R) est une fonction partout positive et u ∈ C∞(∂X).
Ó Elsevier, Paris
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Introduction
Il s’agit, dans cette étude, d’étendre à une variété complexe X à bord
non vide les résultats de [4] relatifs à l’équation de Monge–Ampère sur
une variété hermitienne compacte sans bord. On s’intéresse au problème
de Dirichlet suivant :{
det(∇λµϕ)= F(x,∇ϕ;ϕ) dans X,
ϕ = u sur ∂X,
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où F ∈ C∞(T X ×R) est une fonction partout strictement positive et où
u ∈C∞(∂X) est la restriction au bord d’une fonction C∞.
Plusieurs études antérieures concernant ce problème ont été effectuées,
notamment par L. Caffarelli, J.J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [2]
quand X est un ouvert strictement pseudoconvexe de Cm muni de la
métrique euclidienne. Ces mêmes auteurs ont aussi considéré dans [1]
le cas d’un ouvert strictement convexe de Rm pourvu de la métrique
euclidienne. On renvoie à ces études pour plus de références.
Nous présentons ce travail en deux parties. La première est consacrée
à l’énoncé et aux preuves des résultats ainsi qu’à une estimation de
la solution et de son gradient sur le bord. Au second paragraphe, on
donne l’estimée C1 à l’intérieur ainsi que les estimées d’ordre supérieur
nécessaires pour résoudre.
1. Notations, énoncés et preuves des résultats
Soit X une variété complexe de dimension complexe m> 2, connexe,
compacte à bord C∞. Dans un système de coordonnées complexes (zλ =
xλ + iyλ)λ=1,...,m, on note zλ¯ = Szλ et, pour a, b ∈ {1, . . . ,m, 1¯, . . . ,Sm},
ea = ∂a = ∂∂za et ∂ab = ∂
2
∂za∂zb
.
On munit X d’une métrique hermitienne g. Celle-ci est donnée
localement par g = gλµ¯ dzλ ⊗ dzµ¯, où la matrice (gλµ¯)λ,µ est partout
hermitienne définie positive. On désigne par ∇ la connexion de Chern
de la variété (X,g) ; c’est l’unique connexion réelle, compatible avec
la métrique g telle que, si on pose ∇ea eb = Γ cabec, seuls les symboles
de Christoffel non mixtes Γ νλµ, où λ, µ et ν ∈ {1, . . . ,m}, ne sont pas
identiquement nuls. Rappelons que le laplacien et le carré de la norme du
gradient d’une fonction ϕ ∈C2(X) sont définis par
1ϕ =−∇λλϕ =−gλµ¯∇λµ¯ϕ et |∇ϕ|2 = gλµ¯∇λϕ∇µ¯ϕ.
Nous supposerons que la variété X est strictement pseudoconvexe,
c’est-à-dire qu’il existe une fonction définissante r ∈ C∞(X) strictement
plurisousharmonique et nulle sur le bord ; il résulte du principe du
maximum que r < 0 à l’intérieur.
Soient F ∈ C∞(T X × R) et u ∈ C∞(∂X), restriction à ∂X d’une
fonction u ∈ C∞(X). On s’intéresse à la mise en évidence de solutions
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C∞ strictement plurisousharmoniques du problème suivant :{
det(∇λµϕ)= F(x,∇ϕ;ϕ) dans X,
ϕ = u sur ∂X.(1)
Les résultats d’existence, énoncés ci-dessous, reposent sur une estima-
tion a priori dans C2,α(X) des solutions ϕ ∈ C∞(X) strictement pluri-
sousharmoniques de (1). La contribution principale de cette étude réside
dans l’obtention d’une estimée a priori pour la norme C2(X). Une fois
que celle-ci est acquise, on introduit une norme adaptée des dérivées troi-
sièmes Ω2 =∇λµ¯νϕ∇λµ¯νϕ et l’on montre que, pour tout entier p,
[∫
r2pΩp
] 1
p
6Cste.
Des calculs détaillés pour un problème analogue à celui-ci se trouvent
dans [3]. Ainsi, pour tout α ∈]0,1[ et tout compact K de X, si on choisit
p > 3m1−α , l’inclusion continue H
p
3 (K) ⊂ C2,α(K) donne l’estimée C2,α
intérieure.
Ces estimées ne peuvent être obtenues par les travaux de L. Caffarelli,
J.J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [2]. Par contre, l’argument utilisé par
ces auteurs pour étendre l’estimée C2,α(K) pour tout compact K de X
en une estimation a priori dans C2,α(X) s’adapte au cas présent. Nous ne
reproduisons pas ces calculs.
On considère à présent le problème (1) lorsque F = F(x), et on établit
le résultat suivant :
THÉORÈME 1. – Soient F ∈ C∞(X) une fonction partout strictement
positive et u ∈C∞(∂X). Le problème (1) admet une et une seule solution
ϕ ∈ C∞(X) strictement plurisousharmonique si et seulement s’il existe
une fonction ϕ1 ∈C∞(X) strictement plurisousharmonique telle que{
det(∇λµϕ1)6 F(x) dans X,
ϕ1 = u sur ∂X.(2)
Démonstration. – La nécessité de la condition provient du fait que si
(1) admet une solution ϕ, elle est strictement plurisousharmonique et
donc la fonction ϕ1 = ϕ − εr , où ε est un réel strictement positif assez
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petit de sorte que ϕ1 soit strictement plurisousharmonique, vérifie (2).
Montrons que l’existence d’une fonction ϕ1 ∈ C∞(X) strictement pluri-
sousharmonique vérifiant (2) suffit pour résoudre. Remarquons qu’une
telle fonction existe en particulier si la donnée au bord est constante.
L’unicité de la solution de (1) découle du principe du maximum. Quant
à l’existence, supposons que ϕ1 n’est pas une solution et prolongeons u
en une fonction dans C∞(X) plurisousharmonique, notée toujours u, et
considérons, pour k > 0, la fonction ϕ0 = u+ kr . D’après la stricte pluri-
sousharmonicité de r , il est possible de choisir le réel k assez grand telle
que, si on note F0(x)= det(∇λµϕ0), on ait :
F(x)6 F0(x) partout dans X.(3)
Pour t ∈ [0,1], on pose le problème de continuité pour (1) :
(1-t)
{
det(∇λµϕt )= [F(x)]t [F0(x)]1−t dans X,
ϕt = u sur ∂X.
La fonction ϕ0 est la solution pour t = 0 et donc, si on désigne par T
l’ensemble des réels t ∈ [0,1] tels que pour tout s 6 t , le problème (1-s)
admet une solution C∞ strictement plurisousharmonique, T est non vide.
On applique le théorème des fonctions implicites pour montrer que T est
un ouvert de l’intervalle [0,1]. Si on dispose d’une estimée C2(X), la
discussion ci-dessous et le théorème d’Arzela–Ascoli montrent que T
est fermé dans [0,1] et, par raison de connexité, T = [0,1]. La fonction
ϕ1 sera la solution désirée ; elle est C∞ strictement plurisousharmonique
d’après un théorème de régularité bien connu.
Tout d’abord, toute solution de (1-t) est estimée a priori dans C0(X).
En effet, d’après (3) et (1-t) on voit que
{det(∇λµϕt)6 det(∇λµϕ0) dans X,
ϕt = ϕ0 sur ∂X.
Ceci combiné avec l’hypothèse (2) implique, d’après le principe du
maximum, la double inégalité
ϕ0 6 ϕt 6 ϕ1,(4)
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ce qui nous donne une estimée sur la norme C0(X) des solutions ; puis
le fait que les fonctions dans (4) ont la même valeur sur ∂X montre que
le gradient de ϕt est estimé a priori sur le bord. Les Lemmes 1, 2 et 3 du
paragraphe suivant permettent de conclure. 2
THÉORÈME 2. – Soient u ∈ C∞(∂X) et F ∈C∞(X×R) une fonction
partout strictement positive telle que F ′t (x, t) > 0 pour tout (x, t) ∈
X×] −∞,max∂X u]. Le problème (1) admet une et une seule solution
ϕ ∈ C∞(X) strictement plurisousharmonique si et seulement s’il existe
une fonction ϕ1 ∈C∞(X) strictement plurisousharmonique telle que{
det(∇λµϕ1)6 F(x,ϕ1) dans X,
ϕ1 = u sur ∂X.(2)
Démonstration. – Montrons que la conditon est suffisante, sa nécessité
étant évidente. Pour cela, notons d’abord K0 =max∂X u. La sur-solution
ϕ1 étant strictement plurisousharmonique, elle atteint son maximum sur
le bord. Il en découle que ϕ1 6 K0, et puisque F est croissante en t , il
vient F(x,ϕ1)6 F(x,K0). La fonction ϕ1 vérifie donc
det(∇λµϕ1)6 F(x,K0).
Le Théorème 1 assure l’existence d’une fonction ϕ0 ∈ C∞(X) stricte-
ment plurisousharmonique telle que{
det(∇λµϕ0)= F(x,K0) dans X,
ϕ0 = u sur ∂X.(3)
Pour t ∈ [0,1], on considère alors le problème
(1-t)
{
det(∇λµϕt)= [F(x,ϕt )]t [det(∇λµϕ0)]1−t dans X,
ϕt = u sur ∂X.
Tenons compte de (2), (3) et de l’hypothèse de croissance faite sur
le second membre ; le principe du maximum implique que, pour tout
t ∈ [0,1], si ϕt est solution de (1-t), alors
ϕ0 6 ϕt 6 ϕ1.(4)
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L’estimée C0 s’en déduit et, puisque ϕ0 = ϕt = ϕ1 sur le bord, le gradient
de ϕt est aussi estimé sur le bord. Un raisonnement analogue à celui du
théorème précédent permet de conclure. 2
THÉORÈME 3. – Soient F ∈ C∞(T X × R) une fonction partout
strictement positive telle que F ′t > 0 et u ∈C∞(X). Sous l’hypothèse
|∇F |6AF 1− 1m ,(2)
où A est une constante strictement positive et où ∇ désigne le gradient
pour une métrique hermitienne sur TX × R, le problème (1) admet
une sous-solution Sϕ ∈ C∞(X) strictement plurisousharmonique telle
que Sϕ = u sur le bord. Si la restriction de u au bord n’est pas
une constante, on suppose qu’il existe une sur-solution ϕ1 ∈ C∞(X)
strictement plurisousharmonique vérifiant{
det(∇λµϕ1)6 F(x,∇ϕ1;ϕ1) dans X,
ϕ1 = u sur ∂X.(3)
Alors le problème (1) admet une et une seule solution ϕ ∈ C∞(X), qui
est strictement plurisousharmonique et telle que ϕ >Sϕ.
Démonstration. – Montrons d’abord que l’hypothèse (2) faite sur la
fonction F assure l’existence d’une sous-solution Sϕ ∈C∞(X) strictement
plurisousharmonique telle que{
det(∇λµSϕ)> F(x,∇Sϕ;Sϕ ) dans X,
Sϕ = u sur ∂X.(4)
Pour cela, remarquons que (2) implique qu’il existe une constante b telle
que
F(x,p; t)6 b(1+ |p|m) pour (x,p) ∈ TX et t 6max
∂X
u.(5)
En effet, si v 6max∂X u, on aura :
F(x, q;v)=F(x,0;0)+
1∫
0
d
ds
F (x, sq; sv)ds
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6C +
[ 1∫
0
∂F
∂t
(x, sq; sv)ds
]
v +∑
a
[ 1∫
0
∣∣∣∣ ∂F∂pa (x, sq; sv)
∣∣∣∣ ds
]
|q|
6C
{
1+ [ max
06s61
F(x, sq; sv)]1− 1m (C ′ + |q|)},
où les (pa), pour a = 1, . . . ,m, désignent les coordonnées naturelles sur
les fibres de T X.
Notons B =max|q|6|p|, v6max∂X u F (x, q;v). On voit que
F(x,p; t)6 B 6 b(1+ |p|m).
Supposons donc que la fonction u est prolongée en une fonction C∞
plurisousharmonique dans X et cherchons la fonction Sϕ sous la forme
Sϕ = u + k(elr − 1), où k et l sont deux réels strictement positifs fixés
ultérieurement. La fonction Sϕ coïncide avec u sur le bord et
∇λµ¯Sϕ =∇λµ¯u+ klelr(∇λµ¯r + l∇λ∇µ¯r).
De (∂αβ¯r)> a(gαβ¯) pour un réel strictement positif a donné par la stricte
plurisousharmonicité de r , on déduit :
det(∇λµSϕ )> (klaelr )m(1+ la−1|∇r|2).(6)
En effet, tenons compte de la plurisousharmonicité de u ; il vient :
det(∇λµSϕ )> (klelr)m det(∇λµr + l∇λr∇µr).
En un point P ∈ X, on considère un repère g-orthonormé tel que
∂αr(P ) = 0 pour α 6 m − 1. Ainsi |∇r|(P ) = |∂mr|(P ) et, par suite,
(6) se déduit de la dernière inégalité.
D’autre part, on a
1+ |∇Sϕ |m 6 C1 +C2(klelr)m|∇r|m.
On choisit alors l assez grand de telle sorte que
bC2|∇r|m 6 lam−1|∇r|2,
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puis k de façon que
b(1+ |∇Sϕ |m)6 (klaelr )m(1+ la−1|∇r|2).
Ainsi, d’après (6), b(1 + |∇Sϕ |m) 6 det(∇λµSϕ ). Sϕ vérifie alors (4) si on
tient compte de (5).
L’unicité de la solution de (1) est une conséquence immédiate du
principe du maximum. Pour en montrer l’existence, on applique la
méthode du degré développée dans [1] (p. 392–394). Cette méthode
repose elle aussi sur une estimée a priori dans C2,α ; d’après la discussion
ci-dessus, celle-ci est ramenée à l’établissement d’une estimée de la
norme C2 des solutions de (1). Tout d’abord, on a Sϕ 6 ϕ 6 ϕ1, l’estimée
C0 et une estimation de gradient sur le bord s’en déduisent. Les autres
estimées sont données au paragraphe suivant. 2
2. Estimées a priori
LEMME 1. – Soient u ∈ C∞(∂X) et F ∈ C∞(T X × R) une fonction
partout strictement positive telle que
|∇F |6AF 1− 1m ,(1)
où A est une constante positive et où ∇ désigne le gradient relatif à une
métrique hermitienne sur T X × R. Soient C0 une constante positive et
B ⊂ C3(X) une ensemble de solutions strictement plurisousharmoniques
du problème {
det(∇λµϕ)= F(x,∇ϕ;ϕ) dans X,
ϕ = u sur ∂X(2)
telles que
sup
ϕ∈B
[‖ϕ‖C0(X) +‖∇ϕ‖C0(∂X)]6 C0.(3)
Alors B est borné dans C1(X).
Démonstration. – Soit ϕ ∈ B. On considère la fonctionnelle
Γ (ϕ)= |∇ϕ|2 exp[ek(r−c)], où k > 0 et c=min
X
r.(4)
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Soit P ∈X un point où Γ (ϕ) atteint son maximum. En écrivant, partout
dans X, Γ (ϕ) 6 [Γ (ϕ)](P ), on voit, d’après (3), que le résultat est
immédiat quand P ∈ ∂X. Supposons donc que P est à l’intérieur et que
|∇ϕ|(P )> 1. Ainsi,
∇α|∇ϕ|2
|∇ϕ|2 + ke
k(r−c)∇αr = 0.
Notons g′ la métrique associée à la forme i∂S∂ϕ, 1′ = −g′λµ¯∇λµ¯ le
laplacien dans cette métrique et écrivons que 1′[LogΓ (ϕ)](P )> 0 ; on
obtient :
06 1
′|∇ϕ|2
|∇ϕ|2 +
|∇′|∇ϕ|2|2
|∇ϕ|4 + ke
k(r−c)(1′r − k|∇′r|2).(5)
La fonction Γ (ϕ) est stationnaire en P , donc |∇′ LogΓ (ϕ)|2(P )= 0.
Compte tenu de (4), on en déduit que
|∇′|∇ϕ|2|2
|∇ϕ|4
=−k2e2k(r−c)|∇′r|2 − ke
k(r−c)
|∇ϕ|2
(
g′αβ¯∇α|∇ϕ|2∇β¯ r + conj.
)
.(6)
Développons ∇|∇ϕ|2. Eu égard aux relations g′αβ¯∇αµ¯ϕ = δβµ, on peut
écrire :
g′αβ¯∇α|∇ϕ|2∇β¯ r = g′αβ¯gλµ¯∇αλϕ∇µ¯ϕ∇β¯r + gλµ¯∇λϕ∇µ¯r
et, d’après l’inégalité de Cauchy, il vient :∣∣gλµ¯∇λϕ∇µ¯r + conj.∣∣6 2|∇ϕ||∇r|
et
2
∣∣g′αβ¯gλµ¯∇αλϕ∇µ¯ϕ∇β¯r∣∣6 k−1ek(c−r)E1 + kek(r−c)|∇ϕ|2|∇′r|2,
où
E1 = g′αβ¯gλµ¯∇αλϕ∇β¯µ¯ϕ.(7)
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Ainsi, l’égalité (6) implique la majoration suivante :
|∇′||∇ϕ|2|2
|∇ϕ|4 6
E1
|∇ϕ|2 + 2ke
k(r−c) |∇r|
|∇ϕ| .(8)
Or, comme il résulte de l’hypothèse (1) que (1 + |∇ϕ|m) > CteF et
puisque |∇ϕ|(P )> 1, il existe une constante positive C1 telle que
16 C1F−
1
m |∇ϕ|;(9)
l’inégalité (8) donne alors
|∇′|∇ϕ|2|2
|∇ϕ|4 6
E1
|∇ϕ|2 + 2kC1e
k(r−c)F−
1
m |∇r|.(10)
Passons à l’étude de 1′|∇ϕ|2. Les relations ∇aF = g′αβ¯∇aαβ¯ϕ,
obtenues par dérivation de l’équation (2), et les identités
∇λαβ¯ϕ −∇αβ¯λϕ =−T νλα∇νβ¯ϕ,
∇µ¯αβ¯ϕ −∇αβµϕ =−T ν¯µβ∇αν¯ϕ −
(
Rν¯
βµα
+∇αT ν¯µβ
)∇ν¯ϕ(11)
permettent d’écrire 1′|∇ϕ|2 sous la forme suivante :
1′|∇ϕ|2 =−(∇λϕ∇λF + conj.)+1ϕ −E1 −E2,(12)
où E1 est défini par (7),
E2 = (T αλα∇λϕ + conj.)+ g′αβ¯
(
Rν¯
βµα
+∇αT ν¯µβ
)∇ν¯ϕ∇µ¯ϕ
et donc il existe une constante positive C2, ne dépendant que des
maximums sur X des normes des tenseurs R, T et ∇T , telle que
|E2|6 C2|∇ϕ|2(1+ g′αβ¯gαβ¯).(13)
Développons, dans (12), les termes en F et utilisons l’hypothèse (1) faite
sur F ; on obtient l’inégalité suivante :
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1′|∇ϕ|2 6−
(
∂ LogF
∂pα
∇α|∇ϕ|2 + conj.
)
−E1
+C2F− 1m |∇ϕ|2 +C3|∇ϕ|2g′αβ¯gαβ¯ +C4|∇ϕ|,(14)
où C2 est fonction de A définie dans (1) et ‖T ‖C0(X) ; C3 ne dépend que
des maximums sur X des normes des tenseurs R, T et ∇T , et enfin la
constante C4 ne dépend que de la norme C0 du tenseur T .
Or, en se plaçant dans un repère g-orthonormé, on vérifie à l’aide de
l’inégalité arithmétique–géométrique que
g′αβ¯gαβ¯ >mF−
1
m .
Par suite, compte tenu de (9),
C2F
− 1
m |∇ϕ|2 +C4|∇ϕ|6 C5|∇ϕ|2g′αβ¯gαβ¯,(15)
où C5 =m−1(C2 + C4C1). En reportant (15) dans (14), et puisque (1) et
(4) impliquent que
2
∣∣∣∣∂ LogF∂pα ∇α|∇ϕ|
2
|∇ϕ|2
∣∣∣∣6C6kF− 1m ek(r−c)|∇r|,
on obtient :
1′|∇ϕ|2
|∇ϕ|2 6−
E1
|∇ϕ|2 + (C3 +C5)g
′αβ¯gαβ¯ +C6kF−
1
m ek(r−c)|∇r|.(16)
En tenant compte de (10), (16) et de la majoration1′r 6−ag′αβ¯gαβ¯ où
a est un réel strictement positif donné par la stricte plurisousharmonicité
de r , l’inégalité (5) devient :
06 [C3 +C5 − kaek(r−c)]g′αβ¯gαβ¯
− k2ek(r−c)|∇′r|2 + (C6 + 2C1)kF− 1m ek(r−c)|∇r|.(17)
Dans un repère g-orthonormé, notons 0 < A1 6 A2 6 · · · 6 Am les
valeurs propres de (g′αβ¯)α,β . Puisque ϕ vérifie (2), on peut écrire
m∏
λ=1
Aλ = F−1.(18)
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Deux cas se présentent. Notons d’abord b= 2a−1(C6 + 2C1)|∇r|(P ).
(i) Si A1 6 b1−mF− 1m , d’après (18), on a Am > bF− 1m . D’où
a
2
g′αβ¯gαβ¯ − (C6 + 2C1)F−
1
m |∇r|
> a
2
Am − (C6 + 2C1)F− 1m |∇r|(19)
>
[
a
2
b− (C6 + 2C1)|∇r|
]
F−
1
m > 0.
D’autre part, on note que[
C3 +C5 − ka2 e
k(r−c)
]
g′αβ¯gαβ¯ 6
(
C3 +C5 − ka2
)
g′αβ¯gαβ¯ .
Prenant alors k > k0 = 2a−1(1+C3 +C5), on déduit que[
C3 +C5 − k0a2 e
k0(r−c)
]
g′αβ¯gαβ¯ 6−g′αβ¯gαβ¯ .(20)
Compte tenu de (19) et (20), l’inégalité (17) nous permet de dire
que, pour tout réel k > k0, g′αβ¯gαβ¯(P ) 6 0, ce qui contredit la stricte
plurisousharmonicité de ϕ.
(ii) Si A1 > b1−mF− 1m , écrivons que |∇′r|2 > b1−mF− 1m |∇r|2 et
posons C7 = C6 + 2C1 et C8 = [2a−1C7]1−m ; il vient :
C7F
− 1
m |∇r| − k|∇′r|2 6 F− 1m |∇r|
[
C7 − kC8(‖∇r‖∞)2−m].
D’où, pour k > k′1 = C7(C8)−1(‖∇r‖∞)m−2, on obtient :
C7F
− 1
m |∇r| − k|∇′r|2 6 0.(21)
D’autre part, si k > k′′1 = a−1(1+C3 +C5), on aura :
06 [C3 +C5 − kaek(r−c)]g′αβ¯gαβ¯ 6−g′αβ¯gαβ¯ .(22)
Ainsi, pour tout réel k > k1 = sup(k′1, k′′1 ), on peut affirmer, d’après (17)
et compte tenu de (21) et (22), que g′αβ¯gαβ¯(P )6 0, ce qui est absurde.
Dans les deux cas, on aboutit à une contradiction avec la stricte
plurisousharmonicité de ϕ, quand k > k2 = sup(k0, k1). Donc, pour la
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valeur k2 du réel k, si Γ (ϕ) atteint son maximum en un point P ∈X\∂X,
on a |∇ϕ|(P )6 1. Le lemme résulte alors de la définition de Γ (ϕ). 2
Remarque. – L’hypothèse (1) n’est pas requise quand le second mem-
bre ne dépend pas du gradient ; elle est alors satisfaite une fois que
l’estimée C0 est acquise.
LEMME 2. – Soient F ∈ C2(T X×R) vérifiant F ′t > 0, u ∈ C∞(∂X),
C0 une constante positive et B ⊂ C4(X) un ensemble de solutions
strictement plurisousharmoniques du problème{
Log[det(∇λµϕ)] = F(x,∇ϕ;ϕ) dans X,
ϕ = u sur ∂X(1)
telles que
sup
ϕ∈B
[‖ϕ‖C0(X) + ‖∇ϕ‖C0(X)]6 C0.(2)
Quand la donnée au bord n’est pas constante, on suppose que (1)
admet une sur-solution strictement plurisousharmonique. Il existe alors
des constantes positives C1, C2 et b telles que, si ϕ ∈ B, on ait :
(i) 0<−1ϕ 6 C1[1+max∂X(−1ϕ)],
(ii) ‖ϕ‖C2(∂X) 6C2,
(iii) b−1g 6 g′ϕ 6 bg,
où g′ϕ désigne la métrique déformée associée à i∂S∂ϕ. Notons par K
le compact de T X × [−C0,C0] constitué des (x,p; t) tels que x ∈ X
et ‖p‖g + |t| 6 C0. Les constantes C2 et b dépendent de C0, minK F ,
‖u‖C2(∂X) et ‖r‖C2(∂X) ; la constante C1 est fonction de C0, ‖F‖C2(K),
ainsi que des maximums sur X des normes des tenseurs R, T et ∇T .
Démonstration. –
1. Soit ϕ ∈ B. La partie (iii) est une conséquence immédiate de (i)
et (ii) ; quant à la première inégalité de (i), elle découle de la stricte
plurisousharmonicité de ϕ. D’autre part, d’après l’inégalité arithmétique
géométrique, on a
−1ϕ = gλµ¯g′λµ¯ =
m∑
λ=1
∂λλ¯ϕ >m
[
det(∇λµϕ)
] 1
m =m exp F
m
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et donc, d’après la continuité de F sur K , il existe une constante positive
C3 telle que
0<C3 6−1ϕ.(3)
Pour établir la seconde inégalité de (i), on considère la fonctionnelle
Γ (ϕ)= Log |1ϕ| + kr + l|∇ϕ|2,(4)
où k et l sont deux réels strictement positifs précisés ultérieurement.
Supposons que Γ (ϕ) atteint son maximum en un point P ∈ X\∂X et
écrivons que le laplacien de Γ (ϕ) dans la métrique déformée g′ est non
négatif :
06 (1ϕ)−11′1ϕ + (1ϕ)−2|∇′1ϕ|2 + k1′r + l1′|∇ϕ|2.(5)
En dérivant deux fois l’équation (1) satisfaite par ϕ, on obtient
∇λF = g′αβ¯∇λαβ¯ϕ
et
−1F = gλµ¯g′αβ¯∇µ¯λ∇αβ¯ϕ − g′ασ¯ g′ρβ¯gλµ¯∇µ¯ρσ¯ ϕ∇λαβ¯ϕ,
ce qui nous permet d’écrire :
1′1ϕ= g′αβ¯gλµ¯∇µ¯λ∇αβ¯ϕ + gλµ¯g′αβ¯(∇αβ¯λµ¯ϕ −∇λµ¯αβ¯ϕ)
= g′ασ¯ g′ρβ¯∇λρσ¯ ϕ∇λαβ¯ϕ + gλµ¯g′αβ¯(∇αβ¯λµ¯ϕ −∇λµ¯αβ¯ϕ)−1F.(6)
Par permutation des dérivées covariantes et compte tenu des commu-
tations (11) de la preuve du Lemme 1, on obtient :
∇αβµλϕ −∇µ¯λαβ¯ϕ= T γλα∇µ¯γ β¯ϕ + T γ¯µβ∇λγ¯ αϕ
+ (Rγλµ¯α +∇µ¯T γλα)∇γ β¯ϕ + (Rγ¯βµα +∇αT γ¯µβ)∇λγ¯ ϕ.(7)
Saturons l’égalité (7) par g′αβ¯gλµ¯ et reportons dans (6) ; la relation qui
en résulte donne l’expression cherchée de 1′1ϕ :
1′1ϕ = g′αβ¯g′ρσ¯∇λ
ρβ¯
ϕ∇λασ¯ϕ + (g′αβ¯T γλα∇λγ β¯ϕ + conj.)−G2 −1F,(8)
où G2 est défini par
G2 =Rαµ¯µ¯α +∇λT αλα + g′αβ¯gλµ¯
(
Rν¯
βµα
+∇αT ν¯µβ
)∇λν¯ϕ.(9)
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D’où, compte tenu de (3), il existe une constante C4, qui n’est fonction
que des maximums sur X des normes des tenseurs R et ∇T ainsi que de
la constante C3, telle que
|G2|6 C4(−1ϕ)(1+ g′αβ¯gαβ¯).(10)
Développons le carré positif suivant :
G1 = gλµ¯g′ασ¯ g′ρβ¯[∇λαβ¯ϕ + (−1ϕ)−1∇α1ϕg′λβ¯ + T ελαg′εβ¯]
× [∇µσρϕ + (−1ϕ)−1∇σ¯1ϕg′ρµ¯ + T ε¯µσ g′ρε¯];
on vérifie que l’inégalité (5) s’écrit, compte tenu de (8), sous la forme :
(−1ϕ)−1G1 6 (−1ϕ)−1G2 +G3,(11)
où le terme G3 est donné par
G3 = (−1ϕ)−11F + k1′r + l1′|∇ϕ|2.(12)
Tenons compte de l’estimée C1, déjà acquise, et de la relation (14) de la
preuve du Lemme 1, où l’on substitue F à LogF ; on peut alors écrire
1′|∇ϕ|2 6−
(
∂F
∂pα
∇α|∇ϕ|2 + conj.
)
+C5(1+ g′αβ¯gαβ¯)−E1.(13)
D’autre part, d’après (3), le développement de 1[F(x,∇ϕ;ϕ)] donne
l’existence de deux constantes positives C6 et C7 telles que
1F 6−C61ϕ +C7gαβ¯gλµ¯∇αλϕ∇βµϕ +
[
∂F
∂pα
∇α(1ϕ)+ conj.
]
.(14)
Or,
(−1ϕ)−1gαβ¯gλµ¯∇αλϕ∇βµϕ 6E1.
Donc, en reportant (13) et (14) dans la définition (12) de G3, on obtient :
G3 6−
[
∂F
∂pα
∇α[Log(−1ϕ)+ l|∇ϕ|2]+ conj.]
+ (lC5− ka)g′αβ¯gαβ¯ + (C7 − l)E1 +C8, où C8 = lC5 +C6
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et a est un réel strictement positif tel que (∂αβ¯r) > a(gαβ¯ ). Par suite, en
utilisant à nouveau le fait que Γ (ϕ) est stationnaire en P , il vient :
2
∣∣∣∣ ∂F∂pα∇α[Log(−1ϕ)+ l|∇ϕ|2]
∣∣∣∣6 C9 = k‖F‖C1(K)‖r‖C1(X).
Ainsi,
G3 6 (lC5 − ka)g′αβ¯gαβ¯ + (C7 − l)E1 +C8 +C9.(15)
Enfin pour avoir notre estimée, reportons les inégalités (15) et (10)
dans (11) ; compte tenu de la positivité de G1, la relation qui en résulte
s’écrit comme suit :
(ak − lC5 −C4)g′αβ¯gαβ¯ 6 (C8 − l)E1 +C4 +C8 +C9.
On prend alors l = C8 et k = a−1(lC5 +C4 + 1), ce qui implique que
g′αβ¯gαβ¯(P )6C10 = C4 +C8 +C9
et, comme ϕ vérifie l’équation (1), on déduit que (−1ϕ)(P )6 C11, où
C11 dépend de C10 et de maxK F(x,p; t).
Finalement, si Γ (ϕ) atteint son maximum sur le bord, on écrit qu’en
tout point P ∈ X, Γ (ϕ)(P ) 6 max∂X Γ (ϕ). On obtient ainsi l’estimée
visée :
−1ϕ 6 C1[1+max
∂X
(−1ϕ)].
2. A présent, nous allons estimer les dérivées covariantes secondes de ϕ
en tout point P du bord. Tout d’abord, la fonction u est prolongée en une
fonction C∞ plurisousharmonique sur X notée toujours u. Au voisinage
du bord, ϕ peut s’écrire sous la forme
ϕ = u+ hr(16)
pour une fonction h ∈C∞(X) et, par suite,
∇2ϕ =∇2u+∇h⊗∇r +∇r ⊗∇h+ r∇2h+ h∇2r.
TOME 123 – 1999 – N◦ 7
LE PROBLÈME DE DIRICHLET POUR LES ÉQUATIONS DE MONGE–AMPÈRE 593
Ainsi, pour tout vecteur A=Aaea tangent à ∂X en P ,
∇AAϕ(P )=∇AAu(P )+ h(P )∇AAr(P ),(17)
eu égard au fait que r(P ) = 0 et ∇Ar(P ) = 0. Notons ν le champ de
vecteurs unitaires normal à ∂X dirigé vers l’intérieur et ∂ν la dérivation
correspondante. (16) montre que, partout sur ∂X,
∂νϕ = ∂νu+ h∂νr.
Or, ∂νr < 0 sur ∂X. Donc
h= (∂νϕ − ∂νu)(∂νr)−1 sur ∂X.
Ensuite, tenons compte de l’estimée C1 déjà acquise ; la relation (17)
implique l’existence d’une constante C12 fonction de C0, ‖u‖C2(∂X) et
‖r‖C2(∂X), telle que
|∇AAϕ|(P )6 C12.(18)
Dans ce qui suit, on va établir une estimation des dérivées secondes
mixtes, normales tangentielles, en P . Il est possible de mettre en évidence
un domaine de carte U dansX contenant P et un système de coordonnées
Z = (zλ)λ=1,...,m telle que zλ(P ) = 0 pour λ ∈ {1, . . . ,m}, ∂αr(P ) = 0
pour α < m, et si zλ = xλ + iyλ, on ait ∂xmr(P )=−1, ∂ymr(P )= 0. On
peut aussi faire de sorte que, pour ε > 0 assez petit, si on note
M = {Q ∈U ; ∣∣Z(Q)∣∣6 ε},
la fonction définissante puisse s’écrire sous la forme
r = Re(−zm)+∑bλµ¯zλzµ¯+O(|z|3)(19)
partout dans M . Pour le voir, il suffit d’écrire le développement de Taylor
de r à l’ordre deux au voisinage de P et de faire un changement de
coordonnées holomorphes. Dans la suite, on note{
t2i−1 = xi, t2i = yi pour i < m,
t2m−1 = ym = t et t ′ = (t1, . . . , t2m−1).
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D’après (19), on aura, sur le bord de X et au voisinage de P ,
xm(Q)> C13
[
d(P,Q)
](20)
pour une constante positive C13. Enfin, on peut écrire, sur ∂M ∩ ∂X,
xm = ρ(t1, . . . , t2m−1), où la fonction ρ peut être déterminée à partir de
(19) et s’écrit pour une matrice (cij )i,j définie positive sous la forme
ρ(t1, . . . , t2m−1)=∑ cij t i t j +O(|t ′|3).
A présent, on introduit la fonction v d’expression locale
v =−xm + k(xm)2 +∑(bλµ¯ − cg0λµ¯)zλzµ¯
où les g0λµ¯ désignent les composantes de la métrique euclidienne, c est
un réel strictement positif fixé de sorte que la matrice (bλµ¯ − cg0λµ¯) soit
définie positive. Notons par L l’opérateur L=1′ + ∂F
∂pa
∇a . Il est possible
d’établir l’existence d’un réel strictement positif k, qui sera donc fixé
dans ce qui suit, tel que si ε est assez petit, on ait
Lv 6−C14g′αβ¯ partout dans M.(21)
D’autre part, remarquons que sur ∂X ∩M , on a
|∂tϕ − ∂tu|6 C15|t|6 C ′15ρ1/2
et
v 6−1
2
c|Z|2.
Tenons compte de (20), on voit que, sur cette partie du bord de M , si on
désigne par l un réel strictement positif assez grand, alors
(∂tϕ − ∂tu)2 + lv 6 0.(22)
Sur l’autre partie du bord de M , on vérifie, pour ε assez petit, que
v 6−C16ε2.(23)
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Considérons ensuite
Γ (ϕ)=±
[
∂ti (ϕ − u)− ∂ti r
∂xmr
∂xm(ϕ − u)
]
+ (∂tϕ − ∂tu)2 + lv.
Tenons compte de (22) et (23) ; il est immédiat que, pour ε fixé assez petit
et l assez grand, on a
Γ (ϕ)6 0 sur ∂M.(24)
Dans l’expression de L[Γ (ϕ)], on élimine les dérivées covariantes
de ϕ d’ordre 3 en les exprimant à l’aide de celles d’ordre 6 2 et
ceci par dérivation de l’équation (1) satisfaite par ϕ et en utilisant
les commutations (11) de la preuve du Lemme 1. Utilisons l’inégalité
g′αβ¯gαβ¯ > C17, déduite de l’inégalité arithmétique–géométrique ; on
montre d’après (21) qu’en tout point Q ∈M , on a :
L
[
Γ (ϕ)
]
6 (C18− lC14)g′αβ¯gαβ¯(25)
où C18 ne dépend que de ‖∇ϕ‖C0(X), ‖F‖C1(K), ‖u‖C3(X), ‖r‖C3(X), ainsi
que des maximums sur X des normes des tenseurs R, T et ∇T .
Prenons l > C18(C14)−1 ; (25) dit que L[Γ (ϕ)] 6 0 partout dans M .
Tenons compte de (24) ; le principe du maximum implique que Γ (ϕ)6 0
dans M et donc ∂xm[Γ (ϕ)](P )6 0. L’estimée désirée s’en déduit :∣∣∣∣ ∂2ϕ∂ti∂xm (P )
∣∣∣∣6C19, pour i 6 2m− 1.(26)
Pour compléter l’estimée C2 sur le bord, on n’a plus qu’à estimer les
dérivées secondes normales en P . Pour cela, il suffit d’établir que
∇mm¯ϕ(P )6C20(27)
pour une constante positive C20. D’après l’équation (1), on a, en P ,
Bmm¯∇mm¯ϕ = exp[F (P,∇ϕ(P );ϕ(P ))]− m−1∑
µ=1
Bmµ¯∇mµ¯ϕ,
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où (Bλµ¯) est la matrice des cofacteurs de (∇λµ¯ϕ). Donc, d’après (18) et
(26), il existe une constante positive C21 telle que
Bmm¯∇mm¯ϕ(P )6 C21,(28)
où Bmm¯ = det[(∇λµ¯ϕ)λ,µ<m]. Il s’agit de minorer Bmm¯(P ). Pour cela on
va montrer pour tout vecteur A =∑m−1α=1 Aαeα , ‖A‖g = 1, tangent à ∂X
en P , l’inégalité suivante :
m−1∑
α;β=1
∇αβ¯ϕ(P )AαAβ¯ > C22.
L’hypothèse d’existence d’une sur-solution ϕ1 strictement plurisoushar-
monique implique, à l’aide du principe du maximum de Hopf, que
∂νϕ 6 ∂νϕ1 sur ∂X.
Et du fait que ces deux fonctions coïncident sur le bord, on peut écrire
ϕ = ϕ1 + h˜r pour une fonction h˜ ∈ C∞(X). Or ∂νr < 0 partout sur ∂X.
Donc, partout sur ∂X, on a :
h˜= (∂νϕ − ∂νϕ1)(∂νr)−1 > 0.
On en déduit, tenant compte du fait que
∑m−1
α=1 ∇αr(P )Aα = 0 et de la
stricte plurisousharmonicité de r et ϕ1, que
m−1∑
α,β=1
∇αβ¯ϕ(P )AαAβ¯ =
m−1∑
α,β=1
[∇αβ¯ϕ1(P )+ h˜(P )∇αβ¯r(P )]AαAβ¯
>
m−1∑
α,β=1
∇αβ¯ϕ1(P )AαAβ¯ > C23 > 0.
Ainsi, Bmm¯(P )> (C23)m−1 > 0 et (27) découle de (28). 2
LEMME 3. – Conservons les notations et hypothèses du Lemme 2. Si
ϕ ∈ B, on pose
ψ2 = g′αβ¯gab¯∇αaϕ∇βbϕ et θ2 = g′αβ¯g′ab¯gλµ¯∇αb¯λϕ∇β¯aµ¯ϕ.
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(i) Il existe une constante strictement positive c telle que, pour tout
ϕ ∈ B, on ait :
1′ψ2 +‖E‖′2 +K2 + (g′αβ¯gab¯∇αaϕ∇βbF + conj.)
−g′ασ¯ g′ρβ¯gab¯∇αaϕ∇βbϕ∇ρσ¯F 6 c(1+ θ)
(
1+ψ2);
en repère g′-orthonormé, K2 =∑λ,α,a gaa¯|∇λ¯αaϕ|2 et les composantes du
tenseur E sont définies par
Eλαa =∇λαaϕ −
∑
ρ
∇λρ¯αϕ∇ρaϕ.
La constante c est fonction de b, défini au Lemme 2, d’une estimée C0
du gradient et des dérivées secondes mixtes de ϕ, ainsi que d’une norme
C0(X) des tenseurs R, T et ∇T .
(ii) On a supϕ∈B ‖ψ‖C0(X) <∞.
Démonstration. – Soient ϕ ∈ B, k et l deux réels strictement positifs.
Notons Γ (ϕ) la fonctionnelle suivante :
Γ (ϕ)=ψ exp(ek|∇ϕ|2−l1ϕ).
Si Γ (ϕ) atteint son maximum sur le bord, le résultat est évident en tenant
compte du Lemme 2 et, si ce maximum est atteint en un point P ∈X\∂X,
la conclusion est immédiate d’après le Lemme 8 de A. Hanani [4] où l’on
a montré ce lemme quand le bord de la variété est vide. 2
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